Séquence 1 : Equations, fonctions polynémes du second degré

I) Fonctions polynomes du second degré

1) Premieéres définitions

Définitions :

e On appelle fonction polynome de degré 2 toute fonction f définie sur R par une expression
algébrique de la forme f(x) = ax®+bx+coua, bet c sont des réels avec a # 0.

e Ondit que f est donné sous forme développée.

o Lesréels a, b et c sont appelés coefficients de la fonction polynome.

Remarque :

Une fonction polynome de degré 2 s’appelle également fonction trindme du second degré.

Exemple :

f(x) =8x?+7x—10 Lafonction f est une fonction polynome du second degré ot a=8,b=7etc=-10
g(x) =6x+7 La fonction g n’est pas une fonction polyndéme du second degré mais une fonction affine.

2) Forme canonique

Propriété :

— 2 U = —_-— =
alx—a)*+ B, ot a 2aet,B f(a).

Toute fonction polynéme f de degré 2 de forme développée ax? + bx + ¢ admet une écriture de la forme

Cette écriture est la forme canonique de la fonction polynéme.

Démonstration :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ax® + bx + c avec a # 0.

Etape 1 : On factorise par a

. , b c
Pour toutréel x, f(x) =a|x“+—x+—
a a

Etape 2 : Complétion du carré

b b\
x? + = x est le début du développement de (x + 2—) .

a a
En effet :

O eI F BN E )
X+— | =x"+2xxx—+|—| =x"+—x+|—| .
2a 2a \2a a 2a

(o) (5]
Doncx“+—-x=|x+—| —|—
a 2a 2a

Ftape 3 : Substitution dans Pexpression de f(x).

fx)=a x2+éx+£)

a a
b\> (b)) ¢

ro=allee ) - (5] )
b\> b ¢

f(X):a x+; —4—a2+;

Etape 4 : Mise au méme dénominateur.

fx)=a (x+£ 2—b—z+%)

2a 4a?>  4a?
fo=a (x+£ Z_M)

2a 4a?
Etape 5 : On développe.
fx) = a((x+ 3)2 - —b2 —4ac)

2a 4a?
fx)=ax x+£)2—a>< w

2a 4a?
00 = ax x+£)2_w

2a 4a
fx)=ax x—_—b)z——bz_MC

2a 4a
Etape 6 : Conclusion.

-b b? -4ac
En posant a = 5a etf= T - fl(a).

On obtient pour tout réel x, f(x) = a(x - a)® + B.



Exemple :
Soit f définie sur R par f(x) = 4x*> —24x + 41 . Déterminer la forme canonique de f.

Méthode 1 : Méthode 2 : Complétion du carré
I L I fx) =4x% —24x+41 fx) =4l(x—3)2—9] +41
ca zx4 8 , f(x) =4(x* —6x) +41 f(x) =4(x—3)?>+4x (=9) +41
B=f(a)=f(38)=4x3“-24x3+41 B )
—36-72+41 f(x)=4(x—-3)"—-36+41
=5 f(x) =4(x*>—6x+9-9)+41 f(x) =4(x-3)?>+5

La forme canonique de f estdonc: f(x) =4(x— 3)2+5

3) Variations et représentation graphique

Propriété admise :
Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax® + bx + ¢, de forme canonique
f(x) =alx—a)*+p.
* Dans un repere du plan, la représentation graphique de la fonction f est une parabole dont le
sommet S a pour coordonnées (a; f3).

* Cette parabole admet un axe de symétrie : la droite d’équation x = a.

Propriété admise :
Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax* + bx + ¢, de forme canonique
fx0) =alx-a)?+p.

e Si a est positif alors :
f est strictement décroissante sur | —oo; a] et strictement croissante sur [a; +oo[ .
f admet un minimum égal a f atteinten x = a.

* Si a est négatif alors :
f est strictement croissante sur |—oo; ] et strictement décroissante sur [a; +oo| .
f admet un maximum égal a f§ atteint en x = a.

[lustration des propriétés :

a<0 a>0

X —0o0 a=— +00 X —00 a=— +00

Variation fl@=p Variation T~ __—
de f _— T~ de f fl@=p

S(a; B)

La parabole est tournée "vers le bas" La parabole est tournée "vers le haut"




II) Equations du second degré
1) Vocabulaire

Définitions :
 Une équation du second degré a coefficients réels est une équation de la forme ax* + bx+c =0
avec a, b et c trois réels tels que a # 0.
« Une solution de cette équation est appelée une racine du trindme ax? + bx + c.

Définition :
Le nombre b? — 4ac est appelé le discriminant du trinéme ax? + bx + c. 1l est noté A.

Exemple :
Soit f une fonction définie sur R par f(x) = 9x* + 8x — 1. Déterminer le discriminant de f.

Ici,a=9,b=8etc=-1. A=b*—4ac=(8)>-4x9x(-1)=64+36=100. Le discriminant est égal a 100.

2) Résolution d’équations et lien coefficients - racines

Propriété :
Soit A le discriminant du trindme ax? + bx + c.
Si A> 0, alorsI’équation ax® + bx + ¢ = 0 admet deux solutions réelles distinctes :

-b-vVA -b+vVA
= etxy=——

X1
2a 2a

Deux solutions réelles distinctes X4 et X5

A\

X1 X2

X1\/X2

Deux solutions réelles distinctes X4 et X5 f

Si A =0, alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 admet une unique solution réelle : xo = 5
a

Une unique solution réelle Xg

Xo

Xg

Une unique solution réelle x, f

Si A <0, alors I’équation ax? + bx + ¢ = 0 n’admet pas de solution réelle.

f
Pas de solution réelle

Pas de solution réelle f




Démonstration :

Posons f(x) = ax? + bx + c avec a # 0. D’aprés la démonstration de la forme canonique, on a vu que

b\ b*—4ac b)Y A
f(x):a(x+—) ——:a(x+—) -—
2a 4a

Etape 1 : Transformations d’écriture

f(x)—0©a(x+£)2—ﬁ—0
B 2a 4a

Etape 2 : Disjonction des cas

* Factorisation pour A > 0: e SiA>0:
b\ A L'équation a donc deux solutions distinctes :
x+—) -2 0 “b+ VA —b—VA
2a 4a X]=—————etxp= ———.
) 2a 2a
b\* (VA * SiA=0:
S lx+—| —|—| = 4 : i i
2a 2a L'équation a une unique solution :
-b
( b ) VA ( b ) VA Xg= —
o|llx+—|—-——|||x+—|+—|=0 2a
2a 2a 2a a
b VA b VA e SiA<O:
o (x+—-— +—+—1=0
2a 2a 2a 2a b\ A
T 2_) v
b-VA b+ VA a a
o [x+ X =0 b\2 A
2a 2a o (x+ L
2a 4a?
Soit: Vi Soit: Vi
b—-vA b++vA
X+ =0 X+ =0 — < 0
2a 2a 4a
—b+VA —b-vVA Or le carré d’'un nombre réel est toujours positif.
=T oq = L'équation n'a donc pas de solution réelle.
a 2a
Exemple :

Résoudre dans R I'équation 3x*> —3x -6 = 0.
Etape 1 : Détermination du discriminant :

A=b?>—4ac=(-3)2-4x3x(-6)=9+72=81>0. A >0, 'équation admet deux solutions réelles distinctes.

Etape 2 : Résolution de 'équation :

-b—vVA 3-v81 3-9 -6 . -b+vA 3+v81 3+9 12 .
X1 = = = = —_= - Xo = = = = —_—=
! 2a 2x3 6 6 z 2a 2x3 6 6

Les solutions de I'équation sont —1 et 3.




Propriété :

Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie par f(x) = ax? + bx + ¢ dont le discriminant est stricte-
ment positif. f a alors deux racines distinctes x; et xy.

La somme S et le produit P des racines sont donnés par :

-b c
S=x1+X=— P=x;xXxp=—
a a

Démonstration laissée en exercice.

Exemple :
La fonction f définie sur R par f(x) = 3x% — x—2 admet pour racine évidente x; = 1.
Déterminer la valeur de x, , la seconde racine.

c_2 De plus, P = =1xx,=
OnaP:xlxxgz—:?. eplus, =X XXp=1XXo=Xp.

On en déduit donc que x; = 3

3) Forme factorisée

Propriété :

Soit f une fonction polynome de degré 2 définie sur R par f(x) = ax? + bx +c.
e Si A >0 alors pour tout nombre réel x, f(x) = a(x — x1)(x — x2) ou x; et xp sont les racines de f.
e Si A =0 alors pour tout nombre réel x, f(x) = a(x - Xp)? ol xg est la racine double de f.

On dit que f est donnée sous forme factorisée.

Démonstration :
e SiA>0:
~ b\ A b VA b VA
f(x)-““zd) 1a T =alx e 20 )\ 20t 2a
fx)=a x+£2—A) b-vA b+ VA
- 2a) 4a® f=alx+— )(x+ - )
5 2a 2a
( )— +£ 2_ ﬁ
i =al|x 2a 2a ~b+VA -b-vA
fx)=alx- > x-—
fxX)=a x+£ —E (x+£)+\/—Z ’ ’
B 2a) 2a 2a) 2a F(x) = alx—x1)(x - x2)
e SiA=0:
b\ A -b\?
f(x)—a(x+z) ~1a f(x)—a(x—g)
2
f(x):a(x+g f(x) = alx— xp)?
Exemple :

Soit f le polynome du second degré définie sur R par f(x) =3x*—3x—6.
D’apres un exemple précédent, les racines de ce polyndme sont —1 et 3.
On peut donc factoriser le polynéme f :

f(0) = alx—x1)(x—x2)

fx) =3(x—-(-1))(x-3)

fx)=3(x+1)(x-3)



III) Signe d’un polyné6me du second degré

X —00 X1 X2 +oo
Signe de signedea (0 signede—a ( signedea
fx)
a>0 B
A>0
X —00 Xo +00
Signe de . i
signedea 0 signedea
f(x) 8 i
a>0 T
A=0
f
X oo +00
Signe de :
signe de a
f(x) s
—_ a <0
A<O
f

Exemple : Soit f le polynome du second degré définie sur R par f(x) =5(x —3)(x+ 7). Résoudre f(x) <0

Les racines de ce polyndome sont3 et —7.Icia=5 > 0.

X —00 -7 3 +00
Signe de o _ o N
fx)

KL =1-7;3]




